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Valeurs propres & diagonalisation

55: 1 : Valeurs propres

Motivation : soil it la projection orthogonale
m

sur d une précédemment
I
" d on a trouce

"N
, o [it]zz = Ax = la matrice-

canoniquement

associée à it

pour trouver [nt]es E = base caroge
on avant utilise * de 12

[] = Papi PBE
où B = (5) ,52) bace "habilement" dossie

ici on avait/b) =b) ==/
Lecteur fixe pour it



et # (52) = = 0 .2=C
Plus général. on s'intéres
aux Lecteurs ER ta TIV) =D

acDEIR
-

Déf .
5

.1
.
1 /Super importante)

Soit V un espace rectorle

et T : V -> V une transt . lireare

(de V dans Il-mine
Pour tout XER on difinit

est toujours

E SUEVITN= Xv35 unsErdeV
.

On dit ge A est valeur propre de J

s Ext5or] , ad sil existe to
V

telge T(V) = 10 .

let donc T se comporte" comme

· une homothtie de rapport A (sidto)
· une projection site S



Dans le cas our Ex #Gor] on dira

Je Ex est lespace propre associé à X
/pour la transto

lireavet)
et tout recteur

Nt Ex-Sa3
d'appelle un recteu propre associé à 1

M
(deT]

Vecteur propre = eigenectorI &
aleur propres eigenvalue
espace propre = elgenspace

Déf 5 . 1 .
2 : Pour At Mixn)

on parle de valeur propre de A
vecteur V 1 Il

espace Il 11 11

pour les mêmes concepts associés à

TA : R ->I
->

32 # As



Premiers exemples 5
.
1
.3 laez petit)

1) A = (= ) v = (n) + (8)

Au = (3, -)(4) = (2) = 2 (2) =20

=> e estvect. propre associé à la val . prope

2) A = (52)v = (s) + (8)
An = (2) (5) = (2 ) = - 4(t)

=

- 40
A se comporte comme
we homothéti de rapport -4

le long de la doite Vecth(fs)]
-

voyous ge 7 est val . propre de A aussi :

il existe donc vert-a Av =70
derchons-le i



-w= (2) + (8) +. 9

(2) (2) ==(2)
(69)(2)
-#

(52)(2) - = (2) = (8)

(2)(2) - = (i) (2) = (8)

[ 2) - (02)] (2) = (8)
- (2) (2) = (8)
Et v =Vz

Donc El = ([]R/v=r]
= vent[(1)]e

cest lade



Astuce 5 .1 .
4 (valable dans certains

AEMnxn(R) cas très très particuliers)

Supposons ge la somme de chaque lighe
de A donne la même valeur I

S

alors y est val. propre de A

et v = () est un vecteur propre
assoiré à X

En effet, la somme de la ième ligne

est donnée par (pour i tité)

ai
,j
= * e

j= 1

dis lors

↑ () =(i)=i

R

j

palyp .

= (2) = + (i)



: A =
- 101

possède &( & 2 -2( comme
3 - 1 -2

valpropre

(i) rect,
propre

Comment trover les net propres ?
associé

Proposition 5 . 1 .4 : T : V-V transt .
ein

. Je

Alors En est le noyau d'une transto-ein.

Plus précisément
Id : =V

Ex = SoEVIT) =Aw]
NAV

=GueV1+h) -10 = 0 3
= SNEVITA) -XIdM = on 3
= SueV1(T-XId)(r) = or3
= Ker (T-1Idv)

et donc Ex est un S. EV de V .



Prop . 5
.
1

.
5 : Pour At Maxn(R) on a

Ex = Ker(A-XIn)
on plus general . Si T : V- V et Bure base

deV

alors En = Ker([T]BB- 4 [Id]BB)

or [Edv]Bi = ([b[b]p-bri)
↑B= (b1j - ybu) Idb1) = b

,
Idr(bn)=by

=d) = In
by(
= 1 .b

,
+ abz+ - - +obi = (i)p)[bibi = (. )



Ex généraux 5
.
16

.
Soit V un esprecto

V# 50]

1) T= Idr : V = V

N +V = 1 .v

· val. propres : 1=1 et c'est la seale

· vecteurs propres : V-Gov]
· En = Ker (Idr-1Idv) = Ker (0) = V

l'espace propre

2) T : V => V
N +0-

· val . propres : 1=0 seale val , propre

·
rect propres : V-503

· Eo = Ker (T-0 .Id) =Kerlo) = V
↑
⑧

3) Soit TiVEV +
.

l
. Quand est-ce que

O est val propre de T ?



Eo = SueV/T()= 0 .u)-
=Q

=> GEVITN) = 03
= Ker(t)

Donz o est valeur propre

* il existe Vq -q VEEo

# Eo GOr3
↳ Kerlt) +bor]

# T n'est pas injective
↑
It ein. )

(plus d'exemples après).



Théorème 5 .1
.
7 (Brave Théorème)

VEGo] un esp . rect . (e dim . finle)
et T : V -> V transfo ein .

et B = (bi ---,bn] base ord. de V

(dim()=n)
soit A = [TJBB E Maxn(R) .

Alors on a

1)e est val. propre deT O 1 v .p .

de A

2) VEV est rect. propre [5]B estvect
de Tassodo à X propre

de A associé
X

([V]BERY)
3) T()= 1v # A. [v]

B
= x - [Ty

# ⑪
T()-Xv =0 A r]--[]= Op
# I

ve Ker(T-1Idv) L [V]EKer(A-XIn)



Dona XER est valet propre de Tloudea)
-

# le système homogène

(A-Xin)x = 0
possède au moins we solutionron nulle

# la matrice carrée A-In
n'est pas incessible(car non injective)

# det(A-xin) = 0 E l'equation
caractéristige

deA

# dim/In (A-XIn)) < m
-

rg(A -4[n)
(donc A-1In possède mains que n pivots)



4) Si A = [TJBB est diagonale
alors les val. propres leg .(-
se lisent sur la diagonale

et T possède le vecteurs (())
propres linéarement indipendants

sont B= /b , +- > bn)
Cad Vpossède une base formée de

ecteurs propres de T .

4) Si A = [T]B est triangulate (out)
alors les val. propres de T

sont les coeff alagonaux (
1, -3, 4 sont val. propres

mais les reat. propres pour -3 et 4
sont plus difficiles à trouver

3) Si j ",ErER (1Irin)
des val , propres deT distinctes 2 2

.

ets) Vy
, ...,
Vr EV sont des rect - propres



associés à Ai /cad vit En (0))
alors Gu,,..,ur] est linéairement

indipendant

6)SivtEoY et sirEN (r2, 1)

alors Th(0) =T
*

Y (2)) =
*

(AV)

= XTr() =... =

TM) = 1v

Donc
,
si e est rect . propre de Tassodé à 1

alorsn est rect . propre deT associé à
+

(

I
:
A=(- ) A =7 v= ()

(
~ est vect. propre de

11000
associé à la val. propre floor

(Fin duBrace thm)



Déf .
5 .

1
.
8 (Diagonalisabilité)

On ditge T : V-V est diagonalisable
linéaire

5 il existe we base & de V telle que1
[T]B est une matrice diagonale

2) At Mixn(IR) est dite diagonalisable
si Th : R R est diagonalisable


